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Ãëàâà 1
Âû÷èñëåíèß â ìîäåëè âåòâßùèõñß
ïðîãðàìì
1.1 Âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è, ßçûêè è áóëåâû ôóíêöèè.
Â òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé êèáåðíåòèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñß àïïàðàò òåîðèè ßçûêîâ è
áóëåâûõ ôóíêöèé. Â òåîðèè ñëîæíîñòè ßçûêè è áóëåâû ôóíêöèè èñïîëüçóþòñß òàêæå äëß
ïðåäñòàâëåíèß âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷. Ýòî ïîçâîëßåò èìåòü åäèíîå ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷, ÷òî
âàæíî ïðè àíàëèçå èõ ñðàâíèòåëüíûõ ñëîæíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.
Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Àëôàâèò  êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ.
Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ñëîâî  êîíêàòåíàöèß ñèìâîëîâ àëôàâèòà. Äëèíà ñëîâà  ÷èñëî îáðàçó-
þùèõ åãî áóêâ. e  ïóñòîå ñëîâî (äëèíû 0).
X∗  ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ êîíå÷íîé äëèíû â àëôàâèòå X. Xn  ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ
äëèíû n â àëôàâèòå X.
Îïðåäåëåíèå 1.1.3. ßçûê  ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X∗, îáîçíà÷àåì L, L ⊆
X∗.
Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Äëß àëôàâèòà X ôóíêöèß f : Xn → {0, 1} íàçûâàåòñß äèñêðåòíîé. Ôóíê-
öèß f : {0, 1}n → {0, 1} íàçûâàåòñß áóëåâîé.
Ñîäåðæàòåëüíî ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷ â â âèäå ßçûêà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ôóíê-
öèé ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó Z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñëîâà â íåêîòîðîì âûáðàííîì àëôàâèòå X:
êîä(çàäà÷è Z) = êîä(èñõîäíûõ óñëîâèé çàäà÷è Z) + êîä(èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è Z) +
êîä(îòâåòà çàäà÷è Z). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëßåò íåêîòîðûé ßçûê:
LZ = {w ∈ X∗ : w = êîä(çàäà÷è Z) ñ îòâåòîì, ñîîòâåòñòâóþùèì èñõîäíûì óñëîâèßì è äàí-
íûì }
ßçûêó L ∈ X∗ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòå-




1, åñëè w ∈ L
0, åñëè w 6∈ L
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1.2 Ìîäåëè âû÷èñëåíèé.
Ïîä ìîäåëßìè âû÷èñëåíèé (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [8]) ïîíèìàþòñß êîíòàêòíûå ñõåìû, ñõåìû
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, àâòîìàòû, ìàøèíû Òüþðèíãà è ò.ï.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âû÷èñëåíèé óñëîâíî äåëßòñß íà ìîäåëè ñ ïàìßòüþ è ìîäåëè áåç
ïàìßòè. Ê ïåðâûì îòíîñßòñß òàê íàçûâàåìûå ìàøèííûå, êî âòîðûì  ñõåìíûå ìîäåëè âû÷èñ-
ëåíèé. Ìåæäó ýòèìè äâóìß êëàññàìè ìîäåëåé íåò ÷åòêèõ ðàçëè÷èé. Â ðßäå ñëó÷àåâ ñõåìíûå
ìîäåëè ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü ñ ìàøèííîé òî÷êè çðåíèß. Òèïè÷íîé òàêîé
ñõåìíîé ìîäåëüþ âû÷èñëåíèé ßâëßþòñß âåòâßùèåñß (áèíàðíûå) ïðîãðàììû. Ñ îäíîé ñòîðî-
íû, âåòâßùàßñß ïðîãðàììà  ýòî êîíòàêòíàß ñõåìà, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òåðìèíàõ âåòâßùèõ-
ñß ïðîãðàìì åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïèñûâàþòñß ìàøèíû Òüþðèíãà è àâòîìàòû. Â äàííîé
ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñðàâíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ìîäåëåé
âåòâßùèõñß ïðîãðàìì è êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ñ ìàøèííîé òî÷êè çðåíèß.
Ñîäåðæàòåëüíî, âû÷èñëèòåëüíàß ìîäåëü íàçûâàåòñß îäíîðîäíîé, åñëè îäèí è òîò æå àëãî-
ðèòì ðàáîòàåò íà âõîäàõ ðàçëè÷íîé äëèíû. Ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ íàçûâàåòñß îäíîðîäíûì,
åñëè äëß âõîäà ëþáîé äëèíû ïîäõîäßùèé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðîñòî ñãåíåðèðîâàí ìà-
øèíîé Òüþðèíãà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âû÷èñëèòåëüíàß ìîäåëü íàçûâàåòñß íåîäíîðîäíîé.
Ôîðìàëèçàöèþ äàííîãî ïîíßòèß ñìîòðè, íàïðèìåð, â [31], [29].
Ê îäíîðîäíûì âû÷èñëèòåëüíûì ìîäåëßì îòíîñßòñß, íàïðèìåð, ìàøèíû Òüþðèíãà, êëàñ-
ñè÷åñêèå ìîäåëè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âåòâßùèåñß
ïðîãðàììû ßâëßþòñß íåîäíîðîäíûìè.
1.3 Ìåðû ñëîæíîñòè.
Ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ýêîíîìíîãî ïîñòðîåíèß îòäåëüíûõ áëîêîâ ÝÂÌ åñòåñòâåííûìè ìå-
ðàìè ñëîæíîñòè ßâëßþòñß ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñõåìå, ÷èñëî áóêâ â ôîðìóëå, ÷èñëî êîíòàêòîâ
â êîíòàêòíîé ñõåìå, ÷èñëî êîíüþíêöèé â äèçüþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå è ò.ï.
Ïðè òåîðåòè÷åñêîì èçó÷åíèè áûñòðîäåéñòâèß ïðîãðàìì åñòåñòâåííîé ìåðîé ñëîæíîñòè
âûñòóïàåò âðåìß âû÷èñëåíèß  ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ, âûïîëíßåìûõ àëãîðèòìîì, íà-
ïðèìåð ìàøèíîé Òüþðèíãà. Äðóãèìè ìåðàìè ñëîæíîñòè ßâëßþòñß äëèíà ïðîãðàììû (íà-
ïðèìåð, ÷èñëî êîìàíä â íåé), îáüåì ðàáî÷åé ïàìßòè  ÷èñëî ß÷ååê ïàìßòè, èñïîëüçóåìîé
ïðîãðàììîé, âðåìß ïðè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèßõ è ò.ï.
Èìååòñß îãðîìíîå ðàçíîîáðàçèå âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ è ðàçðàáîòàíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ
àëãîðèòìîâ äëß íèõ. Ñóùåñòâóþùèå ßçûêè ïðîãðàììèðîâàíèß óäîáíû ïðè ðàçðàáîòêå è ðåà-
ëèçàöèè àëãîðèòìîâ, íî ìàëî ïðèãîäíû äëß ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ.
Ïîýòîìó òåîðèß ñëîæíîñòè ïðåäïî÷èòàåò èìåòü äåëî ñ åäèíûì ïðåäñòàâëåíèåì çàäà÷ è ñ
ïðîñòåéøèìè ìîäåëßìè àëãîðèòìîâ, îáëåã÷àþùèìè èõ àíàëèç. Ïðè ýòîì âàæíûì ßâëßåòñß
óäà÷íûé âûáîð
• åäèíîãî ïîäõîäà ïðåäñòàâëåíèß çàäà÷ è
• åäèíîé ìîäåëè îïèñàíèß àëãîðèòìîâ.
1.4 Êîíòàêòíûå ñõåìû
Êîíòàêòíûå ñõåìû  ýòî íàèáîëåå äðåâíèé êëàññ óïðàâëßþùèõ ñèñòåì, êîòîðûå ðàññìîò-
ðåíû åùå â ïåðâîé ðàáîòå Øåííîíà. Ìû ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå êîíòàêòíîé ñõåìû, ñëåäóß
3
êíèãå [8]. Ïóñòü äàí ãðàô, â êîòîðîì îòìå÷åíû äâå âåðøèíû a è b (ïîëþñû ãðàôà), à êàæäî-
ìó ðåáðó ïðèïèñàíà îäíà áóêâà àëôàâèòà x1, . . . , xn, x1, . . . , , xn. Â îáîçíà÷åíèßõ êîíúþíêöèé




x, σ = 1
x, σ = 0
Ðåáðî ñ ïðèïèñàííîé áóêâîé Xσii íàçûâàåòñß êîíòàêòîì ïåðåìåííîé xi, à èìåííî çàìûêàþ-
ùèì, åñëè σi = 1, è ðàçìûêàþùèì, åñëè σi = 0. Îïèñàííûé ãðàô íàçûâàåòñß êîíòàêòíîé
ñõåìîé è îáîçíà÷àåòñß. Â êîíòàêòíîé ñõåìå äîïóñêàþòñß ïàðàëëåëüíûå êîíòàêòû, ò.å. êîí-
òàêòû ñ äâóìß îáùèìè êîíöàìè. Âåðøèíû, îòëè÷íûå îò ïîëþñîâ êîíòàêòíîé ñõåìû, íàçûâà-
þòñß âíóòðåííèìè.
Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé ôóíêöèè â êîíòàêòíûõ ñõåìàõ Ãîâîðßò, ÷òî êîíòàêò xi çà-
ìêíóò (ïðîâîäèò) ïðè xi = 1 è ðàçîìêíóò ïðè xi = 0. Ðàçìûêàþùèé êîíòàêò xi âåäåò ñåáß




è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíüþíêöèß xσ1i1 , . . . , x
σk
ik
ðàâíà 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèß, ðåàëèçó-
åìàß êîíòàêòíîé ñõåìîé, åñòü ïðîâîäèìîñòü ñõåìû: ôóíêöèß ðàâíà 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åñòü ïðîâîäßùàß öåïü ìåæäó ïîëþñàìè.
1.5 Äåòåðìèíèðîâàííàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà
Äåòåðìèíèðîâàííàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà DBP (Deterministic Branching Program) ñ îäíîé
ñòîðîíû  ÷àñòíûé ñëó÷àé êîíòàêòíûõ ñõåì, ñ äðóãîé ñòîðîíû, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìàøèííóþ ìîäåëü âû÷èñëåíèé. Ìû ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå âåòâßùåéñß ïðîãðàììû ñëåäóß
êíèãå [65].
Îïðåäåëåíèå 1.5.1. DBP íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn}  ýòî îðèåíòèðîâàí-
íûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî äåëßòñß íà ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ è ìíîæåñòâî
ôèíàëüíûõ âåðøèí. Ôèíàëüíûå âåðøèíû íå èìåþò èñõîäßùèõ ðåáåð è ïîìå÷åíû íóëåì èëè
åäèíèöåé ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííàß x ∈ X,
êàæäàß âíóòðåííßß âåðøèíà èìååò äâà èñõîäßùèõ ðåáðà, ïîìå÷åííûå 0 (x = 0) è 1 (x = 1),
ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêîå çàäàíèå DBP áóäåì íàçûâàòü ãðàôîâûì çàäàíèåì DBP.
Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé ôóíêöèè. DBP ïðåäñòàâëßåò (âû÷èñëßåò) áóëåâó ôóíêöèþ
f : {0, 1}n → {0, 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèß f (σ) äëß âõîäíîãî íàáîðà
σ ∈ {0, 1}n íà÷èíàåòñß èç âûäåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíû. Äëß êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû,
ïîìå÷åííîé ïåðåìåííîé xj, îñóùåñòâëßåòñß ïåðåõîä èç ýòîé âåðøèíû ëèáî ïî 0-ðåáðó, ëèáî
ïî 1-ðåáðó, â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì σj, êîòîðîå ïðèíèìàåò ïåðåìåííàß xj âî âõîäíîì
íàáîðå, äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà êîíå÷íàß âåðøèíà. Çíà÷åíèå ôóíêöèè f(σ) äëß
âõîäà σ  ýòî çíà÷åíèå äîñòèãíóòîé êîíå÷íîé âåðøèíû.
• Ñëîæíîñòü S (P ) ïðîãðàììû P  ýòî ÷èñëî åå âíóòðåííèõ âåðøèí.
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• Ñëîæíîñòü S(f) ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f â âåòâßùèõñß ïðîãðàììàõ îïðåäåëßåòñß êàê
ìèíèìóì ñëîæíîñòè ïî âñåì âåòâßùèìñß ïðîãðàììàì P âû÷èñëßþùèõ f :
S(f) = minS(P ).
Îáîçíà÷èì P-BP ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ âåòâßùèìèñß ïðîãðàììàìè
ïîëèíîìèàëüíîé (îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ ôóíêöèè) ñëîæíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî
P-BP = L/poly,
ãäå L/poly  ýòî íåîäíîðîäíûé êëàññ ñëîæíîñòè, ñîäåðæàùèé çàäà÷è, ðåøàåìûå äåòåðìèíè-
ðîâàííûìè ìàøèíàìè Òüþðèíãà ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïàìßòüþ, èìåþùèìè ïîëèíîìèàëüíóþ
ïîäñêàçêó (âñïîìîãàòåëüíóþ ëåíòó ñ çàðàíåå çàïèñàííîé èíôîðìàöèåé ïîëèíîìèàëüíîãî
îáúåìà).
Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè Èçâåñòíî, ÷òî ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíî







Íàèáîëåå âûñîêàß íèæíßß îöåíêà ñëîæíîñòè äëß ßâíî çàäàííîé áóëåâîé ôóíêöèè áûëà
ïîëó÷åíà Ý. È. Íå÷èïîðóêîì â 1966 ãîäó. Äëß âåòâßùèõñß ïðîãðàìì ýòó îöåíêó âïåðâûå
ïåðåëîæèë Ï. Ïóäëàê [53] â 1984 ãîäó.
Ïîäôóíêöèß. Ïóñòü S ⊆ Xn  ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Âñå ïîä-
ôóíêöèè ôóíêöèè f ∈ Bn, ïîëó÷åííûå çàìåíîé âñåõ ïåðåìåííûõ èç Z = Xn\S íà íåêîòîðûå
êîíñòàíòû íàçûâàþòñß ïîäôóíêöèßìè f íà ìíîæåñòâå S.
Èäåß ìåòîäà Íå÷èïîðóêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèß, èìåþùàß ìíîãî ðàçíûõ ïîäôóíê-
öèé, íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà âåòâßùåéñß ïðîãðàììîé ìàëåíüêîãî ðàçìåðà.
Îïðåäåëåíèå 1.5.2. Ïóñòü S ⊆ Xn - ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Âñå ïîä-
ôóíêöèè ôóíêöèè f ∈ Bn, ïîëó÷åííûå çàìåíîé âñåõ ïåðåìåííûõ èç Xn\S íà íåêîòîðûå
êîíñòàíòû íàçûâàþòñß ïîäôóíêöèßìè f íà ìíîæåñòâå S.
Òåîðåìà 1.5.1. (Íå÷èïîðóêà)
Ïóñòü ôóíêöèß f ∈ Bn çàâèñèò îò âñåõ àðãóìåíòîâ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì. Ïóñòü S1, ...Sk ⊆
Xn - ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñß ìíîæåñòâà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü si - êîëè÷åñòâî ïîä-









Ìàêñèìàëüíî âûñîêàß íèæíßß îöåíêà, ïîëó÷àåìàß ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Íå÷èïîðóêà,








Çàáûâàþùèå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû Âåòâßùàßñß ïðîãðàììà íàçûâàåòñß óðîâíåâîé,
åñëè åå âåðøèíû ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà óðîâíè 0, 1, . . . òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëß êàæäîãî i
ðåáðà èç âåðøèí óðîâíß i âåäóò òîëüêî â âåðøèíû óðîâíß (i+ 1).
Øèðèíà w(P ) óðîâíåâîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììû P  ýòî ìàêñèìóì îò êîëè÷åñòâà âåðøèí
íà óðîâíå, âçßòûé ïî âñåì óðîâíßì ïðîãðàììû P .
Ãëóáèíà (äëèíà) l(P ) óðîâíåâîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììû P  ýòî ÷èñëî óðîâíåé ïðîãðàì-
ìû P .
Óðîâíåâàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà P íàçûâàåòñß çàáûâàþùåé, åñëè íà ëþáîì óðîâíå P
òåñòèðóåòñß òîëüêî îäíà ïåðåìåííàß. Êàæäàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà P ìîæåò áûòü ïðåîáðà-
çîâàíà (ñ ïîëèíîìèàëüíûì óñëîæíåíèåì) â çàáûâàþùóþ âåòâßùóþñß ïðîãðàììó P ′, âû÷èñ-
ëßþùóþ òó æå ñàìóþ ôóíêöèþ. Äàëåå â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàáûâàþùèå
âåòâßùèåñß ïðîãðàììû.
1.6 Âåðîßòíîñòíàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà
Âåðîßòíîñòíàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà PBP (Probabilistic Branching Program)  ýòî âåòâßùà-
ßñß ïðîãðàììà, â êîòîðîé êàæäàß âíóòðåííßß âåðøèíà èìååò âûõîäíóþ ñòåïåíü ≥ 2. Ïðè
ýòîì èç êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû âûõîäèò äâà òèïà ðåáåð  ïîìå÷åííûå 0 è 1. Êàæäîìó
ðåáðó e ïðèïèñàíà âåðîßòíîñòü p(e) (0 ≤ p(e) ≤ 1). Äëß êàæäîé âåðøèíû ñóììà âåðîßòíîñòåé
âñåõ ðåáåð, èñõîäßùèõ èç ýòîé âåðøèíû, ïîìå÷åííûõ 0 (1), ðàâíà 1. Âû÷èñëåíèå íà âõîäíîì
íàáîðå σ ∈ {0, 1}n îñóùåñòâëßåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êàæäîì øàãå, íà÷èíàß ñ âûäå-
ëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíû, PBP ñ÷èòûâàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðèïèñàííîé âåðøèíå, è
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèß ñ÷èòàííîé ïåðåìåííîé ïåðåõîäèò â ñëåäóþùèå âåðøèíû ëèáî ïî
0-ðåáðàì, ëèáî ïî 1-ðåáðàì ñ âåðîßòíîñòßìè, ïðèïèñàííûìè ñîîòâåòñòâóþùèì ðåáðàì. Âå-
ðîßòíîñòü pacc(σ) ïðèíßòèß PBP âõîäà σ  ýòî âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî âû÷èñëåíèå íà âõîäå σ
ïðèâåäåò â êîíå÷íóþ ïðèíèìàþùóþ âåðøèíó (âåðøèíó, ïîìå÷åííóþ 1).
Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Ïóñòü ε > 0. PBP P âû÷èñëßåò ôóíêöèþ f ñ íàäåæíîñòüþ (1/2 + ε), åñëè
äëß σ ∈ f−1(1) pacc(σ) ≥ 1/2 + ε, è äëß σ′ ∈ f−1(0) pacc(σ′) ≤ 1/2 − ε. Ïðè ýòîì ãîâîðßò, ÷òî
P âû÷èñëßåò ôóíêöèþ f ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé.
Èçâåñòíî, ÷òî äëß âåòâßùèõñß ïðîãðàìì îáùåãî âèäà (áåç îãðàíè÷åíèß íà ÷èñëî ñ÷èòûâà-
íèé ïåðåìåííûõ) âåðîßòíîñòíûå ìîäåëè íå èìåþò ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ â ñëîæíîñòè
ðåàëèçàöèè ôóíêöèé. À èìåííî, ïî ïðîèçâîëüíîé PBP, âû÷èñëßþùåé ôóíêöèþ ñ îãðàíè-
÷åííîé îøèáêîé ìîæíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííóþ âåòâßùóþñß ïðîãðàììó (ñ ïîëèíî-
ìèàëüíûì óâåëè÷åíèåì ñëîæíîñòè), âû÷èñëßþùóþ òó æå ôóíêöèþ. Îòìåòèì, ÷òî â îñíîâå
ïîñòðîåíèß DBP ïî èñõîäíîé PBP ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñß ïðèåì ïîëèíîìèàëüíîãî ïî-
âòîðåíèß PBP, ÷òî ïðèâîäèò ê íîâîé PBP, âû÷èñëßþùåé òó æå áóëåâó ôóíêöèþ ñ î÷åíü
íåáîëüøîé îøèáêîé.
Îáîçíà÷èì BPP-BP ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ PBP ñ îãðàíè÷åííîé
îøèáêîé è ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
BPP-BP = P-BP
Ýòî ðàâåíñòâî íàðóøàåòñß â ìîäåëßõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì ñ îãðàíè÷åíèßìè íà ÷èñëî ñ÷è-
òûâàíèé ïåðåìåííûõ.
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1.7 Âåòâßùèåñß ïðîãðàììû ñ îãðàíè÷åíèßìè
Âåòâßùèåñß ïðîãðàììû  óäîáíàß ìîäåëü äëß îïðåäåëåíèß ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åííûõ âàðè-
àíòîâ. Öåëûé ðßä òàêèõ îãðàíè÷åííûõ ìîäåëåé øèðîêî èñïîëüçóþòñß íà ïðàêòèêå.
1.7.1 ×èòàþùèå îäèí ðàç âåòâßùèåñß ïðîãðàììû
Âåòâßùàßñß ïðîãðàììà P íàçûâàåòñß ÷èòàþùåé îäèí ðàç (read-once), åñëè íà êàæäîì ïóòè
êàæäàß ïåðåìåííàß x ∈ X òåñòèðóåòñß íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
Äëß ÷èòàþùèõ îäèí ðàç ïðîãðàìì â 80-õ ãîäàõ áûëè ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè äîêàçàíû
ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé [65].
1.7.2 ×èòàþùèå k ðàç âåòâßùèåñß ïðîãðàììû
Âåòâßùàßñß ïðîãðàììà P íàçûâàåòñß ÷èòàþùåé k ðàç (read-k), åñëè íà êàæäîì ïóòè êàæäàß
ïåðåìåííàß x ∈ X òåñòèðóåòñß íå áîëåå k ðàç.
Äëß ÷èòàþùèõ k ðàç ïðîãðàìì â áûëè äîêàçàíû ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæ-
íîñòè ðåàëèçàöèè èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé [65].
1.7.3 Óïîðßäî÷åííûå âåòâßùèåñß äèàãðàììû ðåøåíèé (OBDD)
Óïîðßäî÷åííàß âåòâßùàßñß äèàãðàììà ðåøåíèé (OBDD)  ýòî çàáûâàþùàß, ÷èòàþùàß îäèí
ðàç âåòâßùàßñß ïðîãðàììà.
Òàêèì îáðàçîì, OBDD  ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé âåòâßùåéñß ïðîãðàììû, âñå ïóòè êîòîðîé
èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. ×èñëî âåðøèí OBDD P íà óðîâíå i áóäåì îáîçíà÷àòü widthi(P ) è
íàçûâàòü øèðèíîé óðîíß i. Øèðèíîé OBDD P  îáîçíà÷åíèå width(P )  áóäåì íàçûâàòü
âåëè÷èíó
width(P ) = max
i
widthi(P ).
Øèðèíó width(P ) OBDD P áóäåì ñ÷èòàòü ñëîæíîñòüþ OBDD. Ïîíßòíî, ÷òî ñëîæíîñòü
OBDD P â ñìûñëå ÷èñëà îáùåãî ÷èñëà âåðøèí OBDD P ðàâíà width(P ) ·n, ãäå n  ýòî ÷èñëî
ïåðåìåííûõ OBDD.
Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàß ñâßçü ìåæäó ìîäåëüþ OBDD è ìîäåëüþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.
Â ðßäå ñëó÷àåâ â àíãëîßçû÷íîé ëèòåðàòóðå OBDD, íàçûâàþò íåîäíîðîäíûìè àâòîìàòàìè.
1.7.4 k-OBDD
Ïîä k-OBDD ïîíèìàåòñß çàáûâàþùàß, ÷èòàþùàß k ðàç âåòâßùàßñß ïðîãðàììà.
Òàêèì îáðàçîì, k-OBDD ìîæíî ðàçäåëèòü íà k ñëîåâ, êàæäûé èç êîòîðûõ áóäåò ïðåä-
ñòàâëßòü ñîáîé OBDD, ïðè÷åì ïîðßäîê ñ÷èòûâàíèß îäèí è òîò æå.
1.7.5 Ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü OBDD
Ðàçâèòèå òåõíîëîãèé â îáëàñòè êîíñòðóèðîâàíèß è òåñòèðîâàíèß èíòåãðàëüíûõ ñõåì ïðè-
âåëî ê ðàçâèòèþ òåîðèè âåòâßùèõñß ïðîãðàìì ñ îãðàíè÷åíèßìè íà ÷èñëî ñ÷èòûâàíèé ïå-
ðåìåííûõ. Ñïåöèàëüíîé òàêîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììîé ßâëßåòñß óïîðßäî÷åííàß áèíàðíàß
äèàãðàììà ðåøåíèé  OBDD (Ordered Binary Decision Diagram). Îíà øèðîêî èñïîëüçóåòñß
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äëß òåñòèðîâàíèå ïðàâèëüíîñòè ïðîåêòèðîâàíèß ÑÁÈÑ [35], [64], ïðîãðàììíîãî è àïïàðàò-
íîãî îáîðóäîâàíèß, òåñòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé è â äðóãèõ ïðèëîæåíèßõ. (ñì. êíèãó
[65]). Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì òàêîãî ïðèìåíåíèß OBDD ßâëßåòñß âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèß
ôóíêöèé â OBDD íåáîëüøîé (ïîëèíîìèàëüíîé) ñëîæíîñòè
1.7.6 Ëèíåéíàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà
Îïðåäåëßåìàß â äàííîì ðàçäåëå ëèíåéíàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà [22] ßâëßåòñß îáîáùåíè-
åì ïîíßòèß çàáûâàþùåé äåòåðìèíèðîâàííîé ïðîãðàììû è îïðåäåëßåìîé äàëåå êâàíòîâîé
âåòâßùåéñß ïðîãðàììû.
Ëèíåéíàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà LBP (Linear Branching Program) P íàä ìíî-
æåñòâîì ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn} è íàä d-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì Vd åñòü
òðîéêà
P = 〈T, |µ0〉 , F 〉 .
• Ìíîæåñòâî Bd = {|1〉 = (1, 0, . . . , 0), . . . , |d〉 = (0, . . . , 0, 1)} áàçèñíûõ âåêòîðîâ áóäåì
íàçûâàòü áàçèñíûìè ñîñòîßíèßìè LBP.
• Âåêòîðà |µ〉 =
d∑
i=1
zi |i〉 ïðîñòðàíñòâà Vd áóäåì íàçûâàòü ñîñòîßíèßìè.
• Ïðåîáðàçîâàíèß ñîñòîßíèé P îïðåäåëßþòñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ T = (T1, . . . , T`) (äëè-
íû `) èíñòðóêöèé. Êàæäàß èíñòðóêöèß Ti ýòî òðîéêà Ti = {ji,Mji(0),Mji(1)}, ãäå ji
îïðåäåëßåò ïåðåìåííóþ xji , ñ÷èòûâàåìóþ íà øàãå i, Mji(0) è Mji(1)  ýòî d× d ìàòðè-
öû  ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèß âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vd;
• |µ0〉  íà÷àëüíîå ñîñòîßíèå ïðîãðàììû P ;
• F ⊆ Bd  ïîäìíîæåñòâî áàçèñíûõ ñîñòîßíèé, ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü ïðèíè-
ìàþùèìè ñîñòîßíèßìè. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà F¯ = Bd\F áóäåì íàçûâàòü îòâåðãàþùèìè
ñîñòîßíèßìè. ×åðåç Accept è Reject áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ïðèíèìàþ-
ùèõ è îòâåðãàþùèõ ñîñòîßíèé ñîîòâåòñòâåííî: Accept = {i : |i〉 ∈ F} è Reject = {i :
|i〉 ∈ F¯}.
Âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû P íà âõîäå σ = σ1 . . . σn ∈ {0, 1}n îïðåäåëßåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Âû÷èñëåíèå P íà÷èíàåòñß èç íà÷àëüíîãî ñîñòîßíèß |µ0〉;
2. Íà i-îì øàãå âû÷èñëåíèß P ïðèìåíßåòñß èíñòðóêöèß Ti: åñëè xji = σji , òî ê òåêóùåìó
ñîñòîßíèþ µ ïðèìåíßåòñß ïðåîáðàçîâàíèåMji(σji) è ïðîãðàììà P ïåðåõîäèò â ñîñòîßíèå
|µ′〉 = Mji(σji) |µ〉 (ñîñòîßíèß ïðîãðàììû ïðåäñòàâëßþòñß â âèäå âåêòîð-ñòîëáöîâ);






Îïðåäåëåííàß âûøå ëèíåéíàß ïðîãðàììà ßâëßåòñß çàáûâàþùåé è èìååò ` + 1 óðîâåíü. Íó-
ìåðàöèß óðîâíåé íà÷èíàåòñß ñ íóëß, ïîñëåäíèé (ôèíàëüíûé) óðîâåíü èìååò íîìåð `.
Øèðèíîé w(P) LBP P áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðíîñòü d ïðîñòðàíñòâà Vd ñîñòîßíèé P , à
÷èñëî ` íàçûâàòü äëèíîé l(P) ïðîãðàììû P .
Òåïåðü çàáûâàþùóþ DBP ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1.7.7 Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå çàáûâàþùåé DBP.
Çàáûâàþùàß DBP ýòî LBP íàä âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì Fd, ãäå F ïîäõîäßùåå êîíå÷íîå ïî-
ëå. Ìíîæåñòâîì ñîñòîßíèé òàêîé LBP ßâëßåòñß ìíîæåñòâî Bd áàçèñíûõ ñîñòîßíèé. Ìàòðèöû
ïðåîáðàçîâàíèé M çàäàþò ïðåîáðàçîâàíèß ìíîæåñòâà Bd.
Âõîäíîé íàáîð σ ïðèíèìàåòñß, åñëè |µ(σ)〉 ∈ F .
1.8 Êâàíòîâàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà
Êâàíòîâàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà QBP (Quantum Branching Program) ýòî LBP íàä êîìïëåêñ-




zi |i〉 ñ åäèíè÷íîé íîðìîé || |ψ〉 || =
√√√√ d∑
i=1
|zi|2 = 1. Îíè íàçûâàþòñß ÷èñòûìè
ñîñòîßíèßìè èëè ïðîñòî ñîñòîßíèßìè QBP. Ïðåîáðàçîâàíèß QBP çàäàþòñß êîìïëåêñíîçíà÷-




zi |i〉  ôèíàëüíîå ñîñòîßíèå QBP ïîñëå ñ÷èòûâàíèß âõîäà σ, òî âåðî-





Øèðèíîé êâàíòîâîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììû Q íàçûâàåòñß ðàçìåðíîñòü d ïðîñòðàíñòâà
Hd, à äëèíîé  ÷èñëî l èíñòðóêöèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T .
Îïðåäåëåíèå 1.8.1. Ïóñòü  > 0. Ãîâîðßò, ÷òî QBP Q âû÷èñëßåò ôóíêöèþ f ñ íàäåæíîñòüþ
1/2 + , åñëè äëß σ ∈ f−1(1) âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî pacc(σ) ≥ 1/2 + , à äëß σ′ ∈ f−1(0) 
íåðàâåíñòâî pacc(σ
′) ≤ 1/2− .
Â ÷àñòíîñòè, ãîâîðßò, ÷òî êâàíòîâàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà Q âû÷èñëßåò áóëåâó ôóíêöèþ
f ñ îäíîñòîðîííåé îøèáêîé, åñëè ñóùåñòâóåò  ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî äëß ëþáîãî σ ∈ f−1(1) âåðî-
ßòíîñòü ïðèíßòèß ýòîãî íàáîðà ïðîãðàììîé Q ðàâíà 1, à äëß ëþáîãî σ ∈ f−1(0) âåðîßòíîñòü
ïðèíßòèß íå ïðåâûøàåò .
Çàìåòèì, ÷òî ýòà ìîäåëü ñ îäíèì èçìåðåíèåì (measure-once) àíàëîãè÷íà ìîäåëè êîíå÷-
íûõ êâàíòîâûõ àâòîìàòîâ, îïðåäåëåííîé â ðàáîòå [49], â êîòîðîé ñîñòîßíèå ñèñòåìû èçìåíß-
åòñß óíèòàðíûì îáðàçîì çà èñêëþ÷åíèåì ôèíàëüíîãî èçìåðåíèß ñîñòîßíèß.
Êâàíòîâûå îäèí ðàç ÷èòàþùèå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû.
Îïðåäåëåíèå 1.8.2. Êâàíòîâàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà Q íàçûâàåòñß QOBDD èëè îäèí ðàç
÷èòàþùåé êâàíòîâîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììîé, åñëè êàæäàß ïåðåìåííàß x ∈ {x1, . . . , xn} ïî-
ßâëßåòñß â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíñòðóêöèé T ïðîãðàììû Q íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P-QOBDD êëàññ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ êâàíòîâûìè OBDD ïîëèíî-
ìèàëüíîé øèðèíû.
Êâàíòîâûå k ðàç ÷èòàþùèå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû.
Îïðåäåëåíèå 1.8.3. Êâàíòîâàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà Q íàçûâàåòñß k-QOBDD èëè k ðàç ÷è-
òàþùåé QOBDD, åñëè åå ìîæíî ðàçáèòü íà k ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäïðîãðàìì, êàæäàß èç
êîòîðûõ áóäåò QOBDD. Ïðè÷åì äëß êàæäîé ïîäïðîãðàììû ïîðßäîê ñ÷èòûâàíèß ïåðåìåí-
íûõ îäèí è òîò æå.
Âåòâßùèåñß ïðîãðàììû îãðàíè÷åííîé øèðèíû. Îïðåäåëèì êëàññû ñëîæíîñòè äëß
âåòâßùèõñß ïðîãðàìì îãðàíè÷åííîé øèðèíû.
• P-BPk êëàññ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ âåòâßùèìèñß ïðîãðàììàìè øèðèíû k è ïîëèíî-
ìèàëüíîé äëèíû.
Ïîëîæèì BWP-BP = ∪kP-BPk.
• BPP-BPk  ïîäêëàññ êëàññà BPP-BP, êîòîðûé ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ
âåðîßòíîñòíûìè âåòâßùèìèñß ïðîãðàììàìè ïîëèíîìèàëüíîãî ñëîæíîñòè è øèðèíû k
ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé.
Îáîçíà÷èì BWBPP-BP = ∪kBPP-BPk.
• BQP-BP  êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå -ïðèíèìàþòñß êâàíòîâûìè âåòâßùèìèñß ïðîãðàì-
ìàìè ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, äëß íåêîòîðîé êîíñòàíòû  ∈ (0, 1/2).
• BQP-BPk  ïîäêëàññ êëàññà BQP-BP, êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå -
ïðèíèìàþòñß êâàíòîâûìè ïðîãðàììàìè ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè è øèðèíû k, äëß
íåêîòîðîé êîíñòàíòû  ∈ (0, 1/2).
Ìû îáîçíà÷àåì BWBQP-BP = ∪kBQP-BPk.
• EQP-BP  êëàññ âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå âû÷èñëèìû íåêîòîðûìè êâàíòîâûìè âåòâß-
ùèìèñß ïðîãðàììàìè ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè áåç îøèáêè, ò. å. ñ íóëåâîé îøèáêîé.
• EQP-BPk  ïîäêëàññ êëàññà EQP-BP, êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé èç âñåõ ôóíê-
öèé, êîòîðûå âû÷èñëßþòñß êâàíòîâûìè âåòâßùèìèñß ïðîãðàììàìè ïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòè è øèðèíû k áåç îøèáêè.
Îáîçíà÷èì BWEQP-BP = ∪kEQP-BPk.
1.8.1 Ñõåìíîå ïðåäñòàâëåíèå
Ïðåäëàãàåìûå íàìè ìåòîäû ïîñòðîåíèß ýôôåêòèâíûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ â ìîäåëè êâàí-
òîâûõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì îïèðàþòñß íà èõ ñõåìíîå ïðåäñòàâëåíèå. À èìåííî, êâàíòîâàß
âåòâßùàßñß ïðîãðàììà ðàññìàòðèâàåòñß êàê êâàíòîâàß ñõåìà, äîïîëíåííàß âîçìîæíîñòüþ
ñ÷èòûâàòü êëàññè÷åñêèå áèòû â êà÷åñòâå êîíòðîëèðóþùèõ äëß óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ. Òàêèì
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îáðàçîì, ëþáàß êâàíòîâàß ñõåìà åñòü êâàíòîâàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà, êîòîðàß ñóùåñòâåííî
íå çàâèñèò îò ñâîèõ êëàññè÷åñêèõ âõîäîâ.
xj1 •  · · ·
xj2 •  · · ·
...
xjl · · · • 
|φ1〉




|φ2〉 · · · NM|ψ0〉
 ...|φq〉 · · · NM
Çäåñü xj1 , . . . , xjl  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ (íåîáßçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), îáîçíà÷àþ-
ùèõ êëàññè÷åñêèå óïðàâëßþùèå ñèãíàëû. Ñîãëàñíî ïðèíßòîé â ëèòåðàòóðå ïî êâàíòîâûì
ñõåìàì íîòàöèè, êëàññè÷åñêîå óïðàâëåíèå îáîçíà÷àåòñß íà ñõåìå äâîéíûìè ïðîâîäàìè, à
êâàíòîâîå  îäèíî÷íûìè.
Çàìåòèì, ÷òî äëß êâàíòîâîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììû â ñõåìíîì ïðåäñòàâëåíèè ßâíûì îá-
ðàçîì ïðîßâëßåòñß åùå îäíà ìåðà ñëîæíîñòè  ÷èñëî êóáèò q, íåîáõîäèìîå äëß ôèçè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ êëàññè÷åñêèì óïðàâëåíèåì. Ñîãëàñíî ïî-
ñòóëàòàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè äëß ðåàëèçàöèè êâàíòîâîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììû øèðèíû d
(ñèñòåìû ñ d ñîñòîßíèßìè) ïîòðåáóåòñß êàê ìèíèìóì log d êóáèò.
Îïðåäåëåíèå 1.8.4. Íàçîâåì êâàíòîâóþ âåòâßùóþñß ïðîãðàììó q-êóáèòíîé, åñëè îíà ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàíà â âèäå êëàññè÷åñêè óïðàâëßåìîé êâàíòîâîé ñèñòåìû, îñíîâàííîé íà q êó-
áèòàõ.
Çàìå÷àíèå 1. Ñâßçü ñõåì è êâàíòîâûõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì òàêæå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîìó íàìè ñõåìíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, êâàíòîâûå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñß êàê êâàíòîâûå ñõåìû ñ âîçìîæíîñòüþ ñ÷èòûâàòü êëàññè÷åñêèå áèòû
â êà÷åñòâå êîíòðîëèðóþùèõ. Ïîýòîìó ëþáàß êâàíòîâàß ñõåìà ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâà-
íà êâàíòîâîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììîé ñ âûðîæäåííûìè èíñòðóêöèßìè âèäà 〈xji , Ui, Ui〉, ò.å.
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè êëàññè÷åñêîé ïåðåìåííîé áóäåò ïðèìåíßòüñß îäíî è òî æå óíèòàðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå.
1.8.2 Ýôôåêòèâíûå êâàíòîâûå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû.
Ïî îïðåäåëåíèþ êâàíòîâûõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì óíèòàðíûå îïåðàòîðû, èñïîëüçóåìûå â
èíñòðóêöèßõ, ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, â òîì ÷èñëå ðåøàþùèìè NP-òðóäíûå çàäà÷è. Ïî-
ýòîìó ðàçóìíûì îãðàíè÷åíèåì ßâëßåòñß ïîëèíîìèàëüíàß ïî âðåìåíè êîíñòðóèðóåìîñòü ýòèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å. îíè äîëæíû áûòü ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèß íå áîëåå ÷åì ïîëè-
íîìèàëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî áàçèñà
(íàïðèìåð, èç ñòàíäàðòíîãî áàçèñà {H,S,CNOT, pi/8}, ñì. [9]).
Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî ýôôåêòèâíûìè áóäåì íàçûâàòü òå êâàíòîâûå âåòâßùèåñß ïðî-
ãðàììû, øèðèíà è äëèíà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò nO(1). Ò.ê. ïðè îãðàíè÷åíèè øèðèíû nO(1)
÷èñëî êóáèò, çàäåéñòâîâàííûõ â âû÷èñëåíèßõ, ñîñòàâëßåò q = O(log n), êàæäîå óíèòàðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå òàêîé ïðîãðàììû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèß O(q24q) = nO(1)
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(ò.å. ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà) ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîýòîìó ïîëèíîìèàëüíîå îãðàíè-
÷åíèå íà øèðèíó è äëèíó ïðîãðàììû âëå÷åò è ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü èñïîëüçóåìûõ
óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ, èçâåñòíî, ÷òî äëß ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñëîæ-
íîñòü êâàíòîâûõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì ýêñïîíåíöèàëüíà. Â ïîñëåäíåå äåñßòèëåòèå ðßäîì
àâòîðîâ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî äëß öåëîãî ðßäà ôóíêöèé êâàíòîâûå âåò-
âßùèåñß ïðîãðàììû ìîãóò áûòü áîëåå ýôôåêòèâíûìè, ÷åì êëàññè÷åñêèå äåòåðìèíèðîâàííûå
è âåðîßòíîñòíûå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû.
Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èâàåìñß ðàññìîòðåíèåì ýôôåêòèâíûõ êâàíòîâûõ îäèí ðàç
÷èòàþùèõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì.
Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîé îöåíêè íå ñëåäóåò ïðåâîñõîäñòâî êâàíòîâûõ OBDD íàä êëàññè÷å-
ñêèìè.
Â 1988 Áàððèíãòîí [4] ïîêàçàë, ÷òî 5−P-BP = NC1. Áîëåå òîãî, äëß äåòåðìèíèðîâàííûõ
âåòâßùèõñß ïðîãðàìì øèðèíà 5 íåîáõîäèìà, åñëè NC1 = ACC0 [30],
ãäå êëàññ ACC0  ýòî êëàññ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîáëåì, âû÷èñëèìûõ îäíîðîäíûìè ñåìåé-
ñòâàìè áóëåâñêèõ ñõåì ñ äîïîëíèòåëüíûìè MOD m âåíòèëßìè äëß ïðîèçâîëüíûõ m. Ïðè÷åì
ñõåìû ýòè èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé ðàçìåð, êîíñòàíòíóþ ãëóáèíó è íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷å-
ñòâî âõîäîâ [[14]].
Ô.Ì. Àáëàåâ, Ê. Ìóð è Ê. Ïîëåòò ïîêàçàëè, ÷òî EQP-BP2 = NC
1. Ýòîò ôàêò îñòàåòñß
îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè êâàíòîâûõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì ïî ñåé
äåíü. Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîé íèæå òåîðåìû, âñå êëàññû ñëîæíîñòè, îïðåäåëåííûå âûøå,
ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Òåîðåìà 1.8.1 ([22]).
EQP-BP2 = BQP-BP2 = EQP-BP = BQP-BP
= BPP-BP = BWP-BP = NC1.
Âåòâßùèåñß ïðîãðàììû áåç îãðàíè÷åíèé â îáùåì ñëàáî èññëåäîâàíû â ñèëó îòñóòñòâèß
õîðîøèõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà äëß íèõ. Îãðàíè÷åíèå øèðèíû âåòâßùåéñß ïðîãðàììû ïðè-
âåëî ê îòêðûòèþ íåêîòîðûõ íåòðèâèàëüíûõ ôàêòîâ î âåòâßùèõñß ïðîãðàììàõ. Îäíàêî, îãðà-
íè÷åíèå øèðèíû íå ïðèâåëî ê èíòåðåñíîé èåðàðõèè êëàññîâ ñëîæíîñòè.
Îêàçûâàåòñß, ÷òî äëß OBDD ñèòóàöèß íåñêîëüêî áîëåå èíòåðåñíàß. Îïðåäåëèì êëàññû
ñëîæíîñòè, ñ êîòîðûìè ìû áóäåì èìåòü äåëî.
• BQP-OBDD  êëàññ âñåõ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé êâàíòîâûìè
OBDD ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.
• EQP-OBDD  êëàññ âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå âû÷èñëßþòñß íåêîòîðûìè êâàíòîâûìè
OBDD ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè áåç îøèáêè, òî åñòü ñ íóëåâîé îøèáêîé.
• RQP-OBDD  êëàññ âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå âû÷èñëßþòñß ñ îäíîñòîðîííåé îøèáêîé
íåêîòîðûìè êâàíòîâûìè OBDD ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.
• Êëàññ êâàíòîâûõ OBDD ñ íóëåâîé îøèáêîé îïðåëßåòñß òàê
ZQP-OBDD = RQP-OBDD ∩ coRQP-OBDD.
• Êëàññ âñåõ îáðàòèìûõ ïðîãðàìì èç P-OBDD íàçûâàåòñß Rev-OBDD.
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Ïîñëåäíèé äåòåðìèíèðîâàííûé êëàññ ñëîæíîñòè, îïðåäåëåííûé âûøå, ßâëßåòñß åñòå-
ñòâåííûì äåòåðìèíèðîâàííûì ïîäêëàññîì BQP-OBDD, òî÷íî òàêæå, êàê P-OBDD  ýòî
åñòåñòâåííûé ïîäêëàññ BPP-OBDD.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ì. Çàóåðõîôôîì è Ä. Çèèëèíãîì [56].
Òåîðåìà 1.8.2 ([56]). Rev-OBDD=EQP-OBDD=ZQP-OBDD.
Îäíàêî, îñòàâøèåñß êëàññû ñëîæíîñòè äëß OBDD íå ñõëîïûâàþòñß àíàëîãè÷íî ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè êëàññàìè äëß âåòâßùèõñß ïðîãðàìì îãðàíè÷åííîé øèðèíû.
Â 2001 Ô.Ì. Àáëàåâ, À.Ô. Ãàéíóòäèíîâà è Ì. Êàðïèíñêè [15] ïðåäëîæèëè ßâíî çàäàííóþ
ôóíêöèþ, äëß êîòîðîé ìåæäó ñòàáèëüíûìè âåðîßòíîñòíûìè è ñòàáèëüíûìè êâàíòîâû-
ìè OBDD îáíàðóæèëàñü ýêñïîíåíöèàëüíàß ðàçíèöà â ñëîæíîñòè. Ñòàáèëüíîñòü äîâîëüíî
ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå äëß OBDD.
Îïðåäåëåíèå 1.8.5. Ðàññìîòðèì OBDD P , ãäå T = (ji,Mi(0),Mi(1))ni=1  ïîäõîäßùàß ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé è n  ýòî äëèíà âõîäà. Òîãäà P íàçûâàåòñß ñòàáèëüíîé, åñëè
Mi(0) = Mj(0) è Mi(1) = Mj(1) äëß âñåõ i, j ∈ {1, . . . , n}. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåîáðàçîâàíèß
íå çàâèñßò îò óðîâíß P .
Îïðåäåëåíèå 1.8.6 ([15]). Ôóíêöèß MODp îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà âõîäå σ =
σ1, . . . , σn ∈ {0, 1}n MODp(σ) = 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ÷èñëî åäèíèö â σ äåëèòñß
íà p.
Òåîðåìà 1.8.3 ([15]). Ôóíêöèß MODp ïðåäñòàâèìà ñòàáèëüíîé, îäèí ðàç ÷èòàþùåé, øèðèíû-
O(log p) êâàíòîâîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììîé ñ îäíîñòîðîííåé îøèáêîé  > 0.
Ëþáàß ñòàáèëüíàß âåðîßòíîñòíàß OBDD, âû÷èñëßþùàßMODp èìååò øèðèíó ïî êðàéíåé
ìåðå p.
Ñ ýòèì ðåçóëüòàòîì ðîäèëàñü íàäåæäà, ÷òî óäàñòñß ñòðîãî äîêàçàòü ïðåâîñõîäñòâî âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìîùè êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ íàä âåðîßòíîñòíûìè äëß OBDD, êîòîðûå ßâëß-
þòñß øèðîêî èñïîëüçóåìîé ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìîé ìîäåëüþ âû÷èñëåíèé. Îäíàêî, â 2004 ãîäó
Ì. Çàóýðõîôô è Ä. Çèèëèíã ïîêàçàëè, ÷òî êâàíòîâûå è êëàññè÷åñêèå OBDD íåñðàâíèìû
[56]. Â äîêàçàòåëüñòâå äàííîãî ðåçóëüòàòà îíè èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 1.8.7. Ôóíêöèß Ïðîâåðêà ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ìàòðèöû ôóíêöèß PERMn îïðå-
äåëåíà íà áóëåâñêèõ ìàòðèöàõ ðàçìåðà n×n, ñòðîêè êîòîðûõ âûñòðîåíû â îäíó ñòðîêó äðóã
çà äðóãîì. Íà âõîäå σ ∈ {0, 1}n2 PERMn(σ) = 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà σ ñîîòâåòñòâóåò
ïåðåñòàíîâî÷íîé ìàòðèöå. Òî åñòü, ìàòðèöå èç åäèíèö è íóëåé, â êîòîðîé êàæäàß ñòðîêà è
êàæäûé ñòîëáåö ñîäåðæèò ðîâíî îäíó åäèíèöó.
Èçâåñòíî, ÷òî íåîãðàíè÷åííûå ìîäåëè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ îäèí ðàç ÷èòàþùèõ ïðî-
ãðàìì äëß ôóíêöèè PERMn èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðàçìåð (ñì. [47, 43]). Îäíàêî, èçâåñòåí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [55, 65].
Òåîðåìà 1.8.4 ([55]). Ôóíêöèß PERMn ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ îäíîñòîðîííåé îøèáêîé (n)






Êðîìå òîãî, Ì. Çàóýðõîôô è Ä. Çèèëèíã îïðåäåëèëè ýëåãàíòíóþ ôóíêöèþ ñîñåäñòâóþ-
ùèõ åäèíèö.
Îïðåäåëåíèå 1.8.8 ([56]). Ôóíêöèß ñîñåäñòâóþùèõ åäèíèö NOn îïðåäåëåíà íà áóëåâñêèõ ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xn. Îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþòñß äâå
ñîñåäñòâóþùèå ïåðåìåííûå, çíà÷åíèß êîòîðûõ íà âõîäå ðàâíû 1. Òî åñòü, ñóùåñòâóåò èíäåêñ
i ∈ {1, . . . , n− 1}, òàêîé ÷òî xi = xi+1 = 1.
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Ôóíêöèß NOn âû÷èñëèìà äåòåðìèíèðîâàííîé OBDD ðàçìåðà O(n). Íåñðàâíèìîñòü äå-
òåðìèíèðîâàííûõ è êâàíòîâûõ OBDD ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 1.8.5 ([56]). Ñóùåñòâóåò êâàíòîâàß OBDD, âû÷èñëßþùàß ¬PERMn ñ îäíîñòîðîííåé
îøèáêîé 1/n. Ïðè÷åì, ðàçìåð òàêîé ïðîãðàììû áóäåò O(n6 log n). Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùåå
âåðíî
BQP-OBDD * P-OBDD.
Òåîðåìà 1.8.6 ([56]). Ðàçìåð ëþáîé êâàíòîâîé OBDD G, âû÷èñëßþùåé NOn ñ îãðàíè÷åííîé
îøèáêîé íå ìåíüøå 2Ω(n). Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ñëåäóþùåå.
P-OBDD * BQP-OBDD.
Íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèß ìåæäó êëàññàìè ñëîæíîñòè ïîêàçà-
íû íà Ñõåìå 1.1.
Çàìåòèì, ÷òî õîòß
BPP-OBDD * BQP-OBDD,
îñòàåòñß îòêðûòûì âîïðîñ, âåðíî ëè ÷òî
BQP-OBDD ⊆ BPP-OBDD.
Ðèñ. 1.1: Ñîîòíîøåíèß êëàññîâ ñëîæíîñòè äëß OBDD
Ì. Çàóýðõîôôîì è Ä. Çèèëèíã â [56] íà ïðèìåðå ôóíêöèè êîñâåííîé àäðåñàöèè ïîêàçàëè,
÷òî êâàíòîâûå îäèí ðàç ÷èòàþùèå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû ìîãóò áûòü ìîùíåå êâàíòîâûõ
OBDD.
Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè êîñâåííîé àäðåñàöèè ïðàêòè÷åñêè äàåò íàì àëãîðèòì ïîñòðîåíèß
äåðåâà ðåøåíèé ðàçìåðà O(2k · b) = O(n2 log2 n). Ýòî äåðåâî ðåøåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è
êàê îäèí ðàç ÷èòàþùóþ êâàíòîâóþ âåòâßùóþñß ïðîãðàììó, òàê êàê â íåì ïðîèñõîäèò îáðà-
òèìîå âû÷èñëåíèå. Îäíàêî, ëþáàß êâàíòîâàß ZQP-OBDD, êîòîðàß âû÷èñëßåò ISAn äîëæíà
áûòü ðàçìåðà õîòß áû 2Ω(n/ log2 n) [56].
Íåäàâíî Ì. Çàóýðõîôô ïîêàçàë íåñðàâíèìîñòü òàêæå è äëß íåçàáûâàþùèõ âåòâßùèõñß
ïðîãðàìì [57]. Â ýòîé ðàáîòå Çàóýðõîôô èñïîëüçîâàë õîðîøî èçâåñòíóþ ôóíêöèþ íåïåðåñå-
÷åíèå ìíîæåñòâ è îäíó ôóíêöèþ, êîòîðóþ îí ïðèäóìàë ñïåöèàëüíî äëß ýòîé öåëè.
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Îïðåäåëåíèå 1.8.9. Ïóñòü x = (y1, . . . , yn), y = (y1, . . . , yn) ∈ {0, 1}n. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
íåïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
DISJn(x, y) = ¬(x1y1 ∨ · · · ∨ xnyn).
Îïðåäåëåíèå 1.8.10 ([57]). Äëß íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî n è x = (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n,
ïóñòü p(n)  íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå n è ïóñòü sn(x) = (Σ
n
i=1i · xi) mod p(n).
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ âçâåøåííîé ñóììû êàê WSn(x) = xsn(x), åñëè sn(x) ∈ {1, . . . , n} è ïîëî-
æèì åå çíà÷åíèå ðàâíûì 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Äëß îñòàâøåéñß ÷àñòè âõîäà y = (y1, . . . , yn) ∈ {0, 1}n îïðåäåëèì ñìåøàííóþ âçâåøåííóþ
ñóììó êàê MWSn(x, y) = xi ⊕ yi, åñëè i = sn(x) = sn(y) ∈ {1, . . . , n} è ïîëîæèì åå çíà÷åíèå
ðàâíûì 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ðàçäåëåíèå êëàññîâ ñëîæíîñòè â äâóõ òåîðåìàõ.
Òåîðåìà 1.8.7 ([57]). Êàæäàß âåðîßòíîñòíàß îäèí ðàç ÷èòàþùàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà,
âû÷èñëßþùàßMWSn ñ äâóõñòîðîííåé îøèáêîé, îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíü-
øåé 1/2 áóäåò èìåòü ðàçìåð íå ìåíüøå 2Ω(n), òîãäà êàê MWSn ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êâàí-
òîâîé îäèí ðàç ÷èòàþùåé âåòâßùåéñß ïðîãðàììîé ðàçìåðà O(n3) ñ íóëåâîé îøèáêîé.
Òåîðåìà 1.8.8 ([57]). Êàæäàß êâàíòîâàß îäèí ðàç ÷èòàþùàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà, âû÷èñëßþùàßDISJn
ñ äâóñòîðîííåé îøèáêîé, îãðàíè÷åííîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 1/2 − 2√3/7 (≈ 0.005) áóäåò
èìåòü ðàçìåð 2Ω(n)
Íåïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ âû÷èñëèìî äåòåðìèíèðîâàííîé OBDD òðèâèàëüíûì îáðàçîì
äëß ïðîèçâîëüíîãî ïîðßäêà òåñòèðîâàíèß.
Òå íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëåíèß êëàññîâ ñëîæíîñòè, êîòîðûå ìû ïðåäñòàâèëè â ýòîì
ðàçäåëå ïîëíîñòüþ ðàçðóøàþò íàäåæäó íà òî, ÷òî êâàíòîâûå OBDD îêàæóòñß ìîùíåå ñâîèõ
êëàññè÷åñêèõ àíàëîãîâ äëß âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîáëåì. Îäíàêî, ýòî íå çíà÷èò, ÷òî äëß
êàêèõ-òî êîíêðåòíûõ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ çàäà÷ ìû íå íàéäåì êâàíòîâûé àëãîðèòì, çíà-





êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ è íèæíèå îöåíêè
ñëîæíîñòè èõ ïðåäñòàâëåíèß
2.1 Îáîáùåííàß íèæíßß îöåíêà
Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñß íèæíßß îöåíêà ñëîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèß ôóíêöèé â êâàíòî-
âûõ âåòâßùèõñß ïðîãðàììàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà  ñèíòàêñè÷åñêèõ ÊÂÏ. Ýòà íèæíßß îöåíêà
ïîêàçûâàåò, ÷òî äëß ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè êâàíòîâàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà, åå
ðàñïîçíàþùàß, íå ìîæåò áûòü äåøåâëå ëîãàðèôìà ñëîæíîñòè êëàññè÷åñêîé äåòåðìèíèðî-
âàííîé ïðîãðàììû äëß ýòîé ôóíêöèè. Ýòà îöåíêà èñïîëüçóåòñß íèæå äëß äîêàçàòåëüñòâà
îïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìîâ äëß êâàíòîâûõ OBDD.
Íà ïîñëåäóþùåì ýòàïå ðàáîòû ïëàíèðóåòñß îïèñàíèå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèß äëß ñâîéñòâ
ôóíêöèè, ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâà âûñîêàß íèæíßß îöåíêà ñëîæíîñòè åå ðåàëèçàöèè â
îäèí ðàç ÷èòàþùèõ êâàíòîâûõ ïðîãðàììàõ. Ò.å. áóäåò ïîëó÷åíà íèæíßß îöåíêà, ïîêàçûâà-
þùàß, ÷òî äëß ðßäà èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé âû÷èñëßþùèå èõ êâàíòîâûå ïðîãðàììû òàê
æå, êàê è êëàññè÷åñêèå äåòåðìèíèðîâàííûå, ýêñïîíåíöèàëüíî ñëîæíû.
2.1.1 Ñèíòàêñè÷åñêèå êâàíòîâûå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû.
Èç îïðåäåëåíèß ÊÂÏ, ïðåäñòàâëßþùåé ôóíêöèþ ñ íàäåæíîñòüþ 1/2+ ñëåäóåò, ÷òî ôèíàëü-
íûå ñîñòîßíèß (ñîñòîßíèß `-îãî óðîâíß) ïðîãðàììû, äîñòèæèìûå íà âõîäíûõ íàáîðàõ σ èç
{0, 1}n ðàçáèâàþòñß íà äâà ìíîæåñòâà
A = {|ψ(σ)〉 : pacc(σ) ≥ 1/2 + } è R = {|ψ(σ)〉 : pacc(σ) ≤ 1/2− }.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîßíèå ρ(A,R) ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è R îöåíèâàåòñß ñíèçó íåêî-
òîðîé êîíñòàíòîé θ(). (Ðàññòîßíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè îïðåäåëßåòñß ñòàíäàðòíî íà îñíîâå
ìåòðèêè ρ(|ψ〉 , |ψ′〉) = || |ψ〉 − |ψ′〉 ||).
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà A è R èçîëèðîâàíû. Â ñëó÷àå ìíîãî ðàç
÷èòàþùèõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì ìîãóò âîçíèêàòü ôèêòèâíûå ñîñòîßíèß (ñîñòîßíèß, íå äî-
ñòèæèìûå ïðè âû÷èñëåíèßõ íà âõîäíûõ íàáîðàõ). Ïðè ýòîì ôèêòèâíûå ôèíàëüíûå ñîñòîß-
íèß ìîãóò ðàçðóøèòü ñâîéñòâî èçîëèðîâàííîñòè ìíîæåñòâ A è R.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ìû îïðåäåëßåì ñèíòàêñè÷åñêèå êâàíòîâûå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû (ÑÊÂÏ)
êàê ïðîãðàììû, ìíîæåñòâî âñåõ ôèíàëüíûõ ñîñòîßíèé (äîñòèæèìûõ è ôèêòèâíûõ) êîòîðûõ
ðàçáèâàåòñß íà äâà èçîëèðîâàííûõ ìíîæåñòâà.
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèß 2.1.1 ñëåäóåò, ÷òî âñå ôèíàëüíûå ñîñòîßíèß |ψ〉 = (z1, . . . , zd)













|zi|2 ≤ 1/2− 
}
.
Îòìåòèì, ÷òî êâàíòîâàß ìîäåëü îäèí ðàç ÷èòàþùåé âåòâßùåéñß ïðîãðàììû (êàæäàß
ïåðåìåííàß íà êàæäîì ïóòè âû÷èñëåíèß ìîæåò ÷èòàòüñß òîëüêî îäèí ðàç), âû÷èñëßþùàß
ôóíêöèþ f ñ íàäåæíîñòüþ 1/2 + , ßâëßåòñß ñèíòàêñè÷åñêîé.
Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü ôóíêöèß f âû÷èñëèìà ÑÊÂÏ Q ñ íàäåæíîñòüþ 1/2 + . Òîãäà f âû-
÷èñëèìà äåòåðìèíèðîâàííîé âåòâßùåéñß ïðîãðàììîé (ÄÂÏ) P , äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß








Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1 ïðèâîäèòñß â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Ïîëîæèì w(f) = min{w(P )}, ãäå ìèíèìóì áåðåòñß ïî âñåì ÄÂÏ P , âû÷èñëßþùèõ ôóíê-
öèþ f . Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2.1.1 ñëåäóåò íèæíßß îöåíêà íà w(Q).
Ñâîéñòâî 2.1.1. Åñëè ôóíêöèß f âû÷èñëèìà ÑÊÂÏ Q ñ íàäåæíîñòüþ 1/2 + , òîãäà
w(Q) ≥ c() logw(f).
Ðåàëèçàöèß ôóíêöèè MODm â îäèí ðàç ÷èòàþùèõ ìîäåëßõ ÄÂÏ è ÑÊÂÏ (â ýòîì ñëó÷àå
ÑÊÂÏ åñòü â òî÷íîñòè ÊÂÏ) ïîêàçûâàåò, ÷òî íèæíßß îöåíêà ñâîéñòâà 2.1.1 òî÷íà ñ òî÷íîñòüþ
äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû. (MODm(σ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî åäèíèö
â íàáîðå σ êðàòíî m).
• Ëåãêî ïðîâåðßåòñß [17], ÷òî äëß ïðîèçâîëüíîé îäèí ðàç ÷èòàþùåé ÄÂÏ P , âû÷èñëßþùåé
MODm, âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî w(P ) ≥ m.
• Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [23] ïðèâîäèòñß îäèí ðàç ÷èòàþùàß ÊÂÏ Q, âû÷èñëßþùàßMODm
ñ íàäåæíîñòüþ 1/2 + , äëß êîòîðîé âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî w(Q) = O(logm).
2.1.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ïî ÑÊÂÏ Q ñòðîèòñß ÄÂÏ
DP ýêñïîíåíöèàëüíîé (îò `) øèðèíû, âû÷èñëßþùàß òó æå ôóíêöèþ f . Íà âòîðîì ýòàïå ïî
ÄÂÏ DP ñòðîèòñß èñêîìàß ÄÂÏ P .
Ïåðâûé ýòàï (ïîñòðîåíèå ÄÂÏ DP ).
Âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû Q íà íàáîðàõ σ ∈ {0, 1}n  ýòî `-øàãîâûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèß
ñîñòîßíèé, íà÷èíàþùèåñß ñ íà÷àëüíîãî ñîñòîßíèß |ψ0〉. Âñå âîçìîæíûå âû÷èñëåíèß ïðîãðàì-
ìû Q íà âõîäíûõ íàáîðàõ èç {0, 1}n ïðåäñòàâëßþòñß (` + 1)-óðîâíåâîé çàáûâàþùåé ÄÂÏ
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DP , çàäàâàåìîé â âèäå ïîëíîãî (` + 1)-óðîâíåâîãî áèíàðíîãî äåðåâà. Âåðøèíû ïðîãðàììû
DP ïîìå÷àþòñß ñîñòîßíèßìè |ψ〉 ïðîãðàììûQ. Óðîâåíü 0 ñîäåðæèò íà÷àëüíóþ âåðøèíóDP ,
ïîìå÷åííóþ íà÷àëüíûì ñîñòîßíèåì |ψ0〉 ïðîãðàììû Q. Óðîâåíü i ∈ {0, . . . , `} ïðåäñòàâëßåò
èç ñåáß i-ûé øàã âû÷èñëåíèß. Èç êàæäîé âåðøèíû |ψ〉 óðîâíß i, i ∈ {0, . . . , ` − 1}, èñõîäßò
äâà ðåáðà ïîìå÷åííûå xji = 0 è xji = 1, ãäå xji  ïåðåìåííàß, ñ÷èòûâàåìàß íà øàãå i. Ðåáðî
xji = γ âåäåò èç âåðøèíû |ψ〉 óðîâíß i â âåðøèíó |ψ′〉 óðîâíß i + 1, åñëè ÑÊÂÏ Q, íàõîäßñü
íà øàãå i â ñîñòîßíèè |ψ〉, ïåðåõîäèò â ñîñòîßíèå |ψ′〉 ïðè ñ÷èòûâàíèè xji = γ.
Âåðøèíû `-îãî óðîâíß ßâëßþòñß ôèíàëüíûìè. Ôèíàëüíûå âåðøèíû |ψ〉 ∈ [A] äîïîëíè-
òåëüíî ïîìå÷àþòñß åäèíèöåé (ïðèíèìàþùèå âåðøèíû ïðîãðàììû DP ), à âåðøèíû |ψ〉 ∈ [R]
äîïîëíèòåëüíî ïîìå÷àþòñß íóëåì (îòâåðãàþùèå âåðøèíû ïðîãðàììû DP ).
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïèñàíèß ïðîãðàììû DP ñëåäóåò
Ñâîéñòâî 2.1.2. ÄÂÏ DP âû÷èñëßåò òó æå ôóíêöèþ f , ÷òî è ÑÊÂÏ Q è èìååò ñëåäóþùèå
õàðàêòåðèñòèêè: l(DP ) = ` è w(DP ) = 2`.
Ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ÄÂÏ DP .
Ñëåäóþùèå ïîíßòèß è ôàêòû òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðèâåäåíû â êíèãå [3]. Ïóñòü
M  ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ. Ãîâîðßò, ÷òî òî÷êè µ, µ′ èçM ñâßçàíû θ-
öåïüþ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî µ1, µ2, . . . , µm òî÷åê èçM òàêèõ, ÷òî µ1 = µ, µm =
µ′ è ρ(µi, µi+1) < θ äëß i ∈ {1, . . . ,m − 1}. Ïîäìíîæåñòâî C ⊆ M íàçûâàåòñß θ-êîìïîíåíòîé,
åñëè ïðîèçâîëüíûå äâå òî÷êè µ, µ′ ∈ C ñâßçàíû θ-öåïüþ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψi, i ∈ {0, . . . , `}, ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîßíèé (âåðøèí) ïðîãðàììû DP
óðîâíß i. Íà ìíîæåñòâå Ψi îïðåäåëèì ìåòðèêó ρ ïî ôîðìóëå ρ(|ψ〉 , |ψ′〉) = || |ψ〉 − |ψ′〉 ||. Äëß
θ > 0 ÷èñëî θ-êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Ψi, i ∈ {0, . . . , l}, çàâèñèò îò ñòðîåíèß ìíîæåñòâà Ψi
(ìîæåò îêàçàòüñß, ÷òî âñå ìíîæåñòâî Ψi ïðåäñòàâëßåò ñîáîé îäíó θ-êîìïîíåíòó). Ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî äàåò âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà âîçìîæíûõ θ-êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Ψi.









Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci ìíîæåñòâî âñåõ θ-êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Ψi. Â êàæäîé
θ-êîìïîíåíòå C ∈ Ci âûáåðåì îäíó òî÷êó |α〉 ∈ C. Åñëè ðàññìîòðåòü ñôåðû ðàäèóñà θ/2 ñ
öåíòðàìè â òàêèõ òî÷êàõ |α〉 ∈ C, òîãäà âñå ýòè ñôåðû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñß è ìîãóò
èìåòü îáùèå òî÷êè ëèøü íà ãðàíèöàõ. Âñå ýòè ñôåðû íàõîäßòñß â áîëüøåé ñôåðå ðàäèóñà
1 + θ/2 ñ öåíòðîì â |(0, 0, . . . , 0)〉. Îáúåì ñôåðû ðàäèóñà r â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Hd is
ðàâåí cr2d (â êîìïëåêñíî-çíà÷íîì ïðîñòðàíñòâå Hd êàæäàß òî÷êà |α〉 èìååò ðàçìåðíîñòü 2d).
Êîíñòàíòà c çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîé ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà Hd. Òàêèì îáðàçîì, èìååì










Íà êàæäîì óðîâíå i ∈ {0, . . . , `−1} ïðåîáðàçîâàíèß ñîñòîßíèé |ψ〉 ïðîãðàììû DP çàäàþò-
ñß óíèòàðíîé (d× d)-ìàòðèöåé, êîòîðàß îïðåäåëßåòñß çíà÷åíèåì γ ñ÷èòûâàåìîé ïåðåìåííîé
xji . Äëß ïîäìíîæåñòâà D ⊆ Ψi è óíèòàðíîé (d × d)-ìàòðèöû M ïîëîæèì D′ = {|ψ′〉 : |ψ′〉 =
M |ψ〉 , |ψ〉 ∈ D} (ìíîæåñòâî D′ = M(D)  îáðàç D äëß ïðåîáðàçîâàíèß M). Ñëåäóþùåå
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óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîãðàììà DP , ñîõðàíßåò ñâîéñòâî ïðèíàäëåæíîñòè ñîñòîß-
íèé îäíîé θ-êîìïîíåíòå ïðè óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèßõ.
Ñâîéñòâî 2.1.4. Äëß ÄÂÏ DP , äëß i ∈ {0, . . . , `− 1}, θ > 0, äëß ïðîèçâîëüíîé θ-êîìïîíåíòû
C ìíîæåñòâà Ψi è ïðîèçâîëüíîé óíèòàðíîé (d × d)-ìàòðèöû M ìíîæåñòâî M(C) ßâëßåòñß
ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîé θ-êîìïîíåíòû C ′ ìíîæåñòâà Ψi+1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíßåò ðàññòîßíèå ρ ìåæäó âåêòîðàìè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, åñëè ñîñòîßíèß |ψ〉 è |µ〉 âõîäßò â îäíó θ-êîìïîíåíòó C ∈ Ci, òî èõ îáðàçû
|ψ′〉 = M |ψ〉 è |µ′〉 = M |µ〉 âõîäßò â îäíó θ-êîìïîíåíòó C ′ ∈ Ci+1.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëß θ = 2 ìíîæåñòâî [A] ïðèíèìàþùèõ âåðøèí
è ìíîæåñòâî [R] îòâåðãàþùèõ âåðøèí ïðîãðàììû DP ßâëßþòñß îáúåäèíåíèßìè θ-êîìïîíåíò
ìíîæåñòâà Ψ` ñîñòîßíèé óðîâíß `.








ãäå I ∪ J = {1, . . . , t} è I ∩ J = ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèß ÄÂÏ DP èìååì, ÷òî ìíîæåñòâî Ψ` ñîñòîßíèé óðîâíß
` ðàçáèâàåòñß íà ìíîæåñòâî [A] ïðèíèìàþùèõ âåðøèí è ìíîæåñòâî [R] îòâåðãàþùèõ âåðøèí
ïðîãðàììû DP . Ïîêàæåì, ÷òî äëß ïðîèçâîëüíîé θ-êîìïîíåíòû C ∈ C` âûïîëíßåòñß îäíî
èç äâóõ âêëþ÷åíèé C ⊆ [A] èëè C ⊆ [R]. Äëß ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü îòñóòñòâèå θ-
öåïåé ìåæäó òî÷êàìè ìíîæåñòâ [A] è [R], ò.å., ÷òî äëß ïðîèçâîëüíûõ |ψ〉 ∈ [A] è |ψ′〉 ∈ [R]
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
ρ(|ψ〉 , |ψ′〉) ≥ θ = 2. (2.1)




(|zi|2 − |z′i|2) =
∑
i∈Accept
(|zi| − |z′i|)(|zi|+ |z′i|) ≤
∑
i∈Accept





(|z′i|2 − |zi|2) =
∑
i∈Reject
(|z′i| − |zi|)(|zi|+ |z′i|) ≤
∑
i∈Reject
(|zi − z′i|)(|zi|+ |z′i|).
























Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíßêîâñêîãî òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî√√√√ d∑
i=1
(|zi|+ |z′i|)2 ≤ || |ψ〉 ||+ || |ψ′〉 || = 2
Äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà äîêàçûâàþò (2.1).
Âòîðîé ýòàï (Ïîñòðîåíèå ÄÂÏ P ).
Ïîñòðîåíèå èñêîìîé ÄÂÏ P îñíîâûâàåòñß íà ñâîéñòâàõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ïîëîæèì θ =
2. Ïðîãðàììà P ýòî (` + 1)-óðîâíåâàß çàáûâàþùàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà. Íà óðîâíå j,
ñ÷èòûâàåòñß ïåðåìåííàß xij (êàê â ïðîãðàììå DP ). Âåðøèíàì óðîâíß j ñîîòâåòñòâóþò θ-
êîìïîíåíòû èç Cj. Èç âåðøèíû C ∈ Cj ðåáðî, ïîìå÷åííîå xij = γ, âåäåò â âåðøèíó C ′ ∈
Cj+1, åñëè Mj(γ)(C) ⊆ C ′. Âåðøèíà C ∈ C` ïîñëåäíåãî óðîâíß ` äîïîëíèòåëüíî ïîìå÷àåòñß
åäèíèöåé (íóëåì), åñëè C ⊆ [A] (C ⊆ [R]).
Èç îïèñàíèß ÄÂÏ P ñëåäóåò, ÷òî P âû÷èñëßåò òó æå ôóíêöèþ f ÷òî è ÄÂÏ DP è åå
øèðèíà w(P ) îöåíèâàåòñß ñâåðõó:









Òåîðåìà 2.1.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Íèæíßß îöåíêà Ïîëîæèì w(f) = min{w(P )}, ãäå ìèíèìóì áåðåòñß ïî âñåì ÄÂÏ P , âû-
÷èñëßþùèõ ôóíêöèþ f . Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2.1.1 ñëåäóåò íèæíßß îöåíêà íà w(Q).
Ñâîéñòâî 2.1.6. Åñëè ôóíêöèß f âû÷èñëèìà ÑÊÂÏ Q ñ íàäåæíîñòüþ 1/2 + , òîãäà
w(Q) ≥ c() logw(f).
2.2 Ìåòîäû ïîñòðîåíèß ýôôåêòèâíûõ êâàíòîâûõ àëãîðèò-
ìîâ
2.2.1 Êâàíòîâûé ìåòîä îòïå÷àòêîâ
Ìåòîä îòïå÷àòêîâ (Fingerprinting)  ýòî òåõíèêà, êîòîðàß ïîçâîëßåò ïðåäñòàâëßòü îáúåêòû
(ñëîâà â íåêîòîðîì êîíå÷íîì àëôàâèòå) èõ îáðàçàìè (îòïå÷àòêàìè, ﬁngerprints), çíà÷èòåëü-
íî áîëåå êîìïàêòíûìè, ÷åì îðèãèíàëû. Êðîìå òîãî, îíà ïîçâîëßåò ñ âûñîêîé âåðîßòíîñòüþ
èçâëåêàòü èíôîðìàöèþ î âõîäíîì íàáîðå.
Ïðåäëîæåííûé íàìè âàðèàíò ìåòîäà îòïå÷àòêîâ (ﬁngerprinting) ïðåäíàçíà÷åí äëß ïî-
ñòðîåíèß ýôôåêòèâíûõ ïî ïàìßòè êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ â êâàíòîâûõ ìîäåëßõ âû÷èñëåíèé
ñ êëàññè÷åñêèì óïðàâëåíèåì, òàêèõ êàê óïîðßäî÷åííûå îäèí ðàç ÷èòàþùèå êâàíòîâûå âåò-
âßùèåñß ïðîãðàììû (OBDD) [2, 23].
Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì èñïîëüçîâàíèß ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ßâëßåòñß ïðåäñòàâëåíèå âû-
÷èñëßåìûõ áóëåâûõ ôóíêöèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè.
Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Íàçîâåì ïîëèíîì gf íàä íåêîòîðûì êîëüöîì âû÷åòîâ Zm
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëß áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), åñëè äëß ëþáîãî σ ∈ {0, 1}n âû-
ïîëíßåòñß: f(σ) = 1 ⇐⇒ gf (σ) = 0.
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Òàêîé ïîëèíîì ñóùåñòâóåò äëß êàæäîé áóëåâîé ôóíêöèè f  åãî ìîæíî ïîñòðîèòü ïî
ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔ äëß îòðèöàíèß f ñëåäóþùèìè çàìåíàìè:
xi → xi
xi → (1− xi)
∨ → +
&→ ·
Îäíàêî, ýòî íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì, è íàì òðå-
áóåòñß âûáðàòü òîò, ÷òî îáëàäàåò íóæíûì ñâîéñòâîì, à èìåííî  ëèíåéíîñòüþ.
Òåõíèêà îòïå÷àòêîâ. Äëß ðåøàåìîé çàäà÷è ôèêñèðóåòñß äîïóñòèìàß âåðîßòíîñòü îøèáêè
 ∈ (0, 1) è âûáèðàåòñß õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì g íàä êîëüöîì Zm (ãäå m âûáèðàåòñß
ïîäõîäßùèì ñïîñîáîì).
Äàëåå, äëß ïðîèçâîëüíîãî äâîè÷íîãî íàáîðà σ = σ1 . . . σn ïîðîæäàåòñß åãî îòïå÷àòîê |hσ〉,
ñîåäèíßþùèé â ñåáå t îäíîêóáèòíûõ îòïå÷àòêîâ |hiσ〉:





Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäíèé èç log t + 1 êóáèòà â êâàíòîâîì ðåãèñòðå îäíîâðåìåííî ïîâî-
ðà÷èâàåòñß íà t ðàçëè÷íûõ óãëîâ âîêðóã îñè yˆ ñôåðû Áëîõà. Òàêîé êâàíòîâûé ïàðàëëåëèçì
äîñòèãàåòñß çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèß êîíòðîëèðóåìûõ îïåðàòîðîâ Ci(Ri), êîòîðûå ïðèìåíßþò
âðàùåíèå Ri ê ïîñëåäíåìó êóáèòó, åñëè ïåðâûå log t êóáèò íàõîäèëèñü â ñîñòîßíèè |i〉, à â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèìåíßåòñß òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I.
Ïðåäëàãàåìàß òåõíèêà íàöåëåíà íà äîñòîâåðíîå ðàñïîçíàâàíèå ðàâåíñòâà íóëþ çíà÷åíèß
g(σ). Äëß ýòîãî ïàðàìåòðû ki ∈ {1, . . . ,m − 1} äëß âñåõ i = 1, t âûáèðàþòñß ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì, èñõîäß èç ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèß.
Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâK = {k1, . . . , kt} íàçûâàåòñß õîðîøèì äëß öåëîãî











Ëåâàß ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòó àìïëèòóäû áàçèñíîãî ñîñòîßíèß |0〉⊗ log t |0〉
ïîñëå ïðèìåíåíèß îïåðàòîðà H⊗ log t⊗ I ê îòïå÷àòêó |hσ〉. Íåôîðìàëüíî, òàêîå ìíîæåñòâî ãà-
ðàíòèðóåò, ÷òî âåðîßòíîñòü îøèáêè áóäåò îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé .
Ñóùåñòâîâàíèå õîðîøåãî ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ Ñëåäóþùàß ëåììà äîêàçûâàåò ñó-
ùåñòâîâàíèå õîðîøåãî ìíîæåñòâà è ðàçâèâàåò èäåè ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèß èç [28].
Ëåììà 2.2.1. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî K, ãäå |K| = t = 2dlog((2/) ln 2m)e, êîòîðîå ßâëßåòñß õîðî-
øèì äëß âñåõ öåëûõ l 6= 0 mod m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóß íåðàâåíñòâî Àçóìû (ñì., íàïðèìåð, [50]), äîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé-
íî âûáðàííîå ìíîæåñòâî K áóäåò õîðîøèì ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîßòíîñòüþ.
Ïóñòü 1 ≤ l ≤ m − 1 è ïóñòü K áóäåò ìíîæåñòâîì t íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî {0, . . . ,m− 1}.





i=1 Xi. Äîêàæåì, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî Àçóìû ïðèìåíèìî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y0 = 0, Y1, Y2, Y3, . . . , ò.å. ïîñëåäíßß ßâëßåòñß
ìàðòèíãàëîì ñ îãðàíè÷åííûìè ðàçíîñòßìè. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî E[Yk] <∞.

























exp(2piil/m)− 1 = 0,
ò.ê. l íå êðàòíî m.
E[Xi] åñòü êàê ðàç äåéñòâèòåëüíàß ÷àñòü ïðåäûäóùåé ñóììû è ïîýòîìó ðàâíßåòñß 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, E[Yk] =
∑k
i=1E[Xi] = 0 <∞.
Âî-âòîðûõ, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâíîå îæèäàåìîå çíà÷åíèå ñëåäóþùåãî èñïûòàíèß
ïðè èçâåñòíûõ ïðåäûäóùèõ èñõîäàõ ðàâíßåòñß ïîñëåäíåìó èñõîäó.


















Ò.ê. |Yk+1 − Yk| = |Xk+1| ≤ 1 ïðè k ≥ 0, ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Àçóìû äàåò
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Ïîýòîìó âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî K íå áóäåò õîðîøèì äëß
















åñëè t = 2dlog((2/) ln 2m)e.
Òàêèì îáðàçîì, âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî íå áóäåò õîðîøèì õîòß
áû äëß îäíîãî l ∈ [1,m− 1] íå áîëüøå (m− 1)/m < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî,
êîòîðîå áóäåò õîðîøèì äëß âñåõ öåëûõ l ∈ [1,m−1]. Ýòî ìíîæåñòâî òàêæå áóäåò õîðîøèì





Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî áûëî ïîëîæèòü t = d(2/) ln 2me, íî äëß ïðèìåíåíèß ìåòîäà îòïå-
÷àòêîâ íóæíî, ÷òîáû t áûëî ñòåïåíüþ 2.
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Êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèß õîðîøåãî ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ Äîêàçà-
òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèß õîðîøåãî ìíîæåñòâà íå äàåò êîíñòðóêòèâíîãî àëãîðèòìà åãî ïî-
ñòðîåíèß. Îäíàêî â ðàáîòàõ [26], [44], [54] ïðåäëàãàþòñß êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèß
ìíîæåñòâ ñ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè.
Ïðèâåäåì âàðèàíò èç [26]. Çàôèêñèðóåì  > 0 è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß:
P = {p| p  ïðîñòîå è (logm)1+/2 < p ≤ (logm)1+},
S = {1, 2, . . . , (logm)1+2},
K = {s · p−1| s ∈ S, p ∈ P},
ãäå p−1  èíâåðòèðîâàíèå ïî ìîäóëþ m.
Î÷åâèäíî, ÷òî |K| = O(log2+3m). Ïðè ýòîì äëß ëþáîãî öåëîãî l ∈ {1, 2, . . . , m − 1}










Âûäåëßß âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà è îáîçíà÷àß ýëåìåíòû ìíîæåñòâà










äëß ëþáîãî l ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî îêàçûâàåòñß õîðîøèì äëß âñåõ öåëûõ l 6= 0 mod m.
Îïèñàííûé ìåòîä îòïå÷àòêîâ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
• Îí îðèåíòèðîâàí íà ìîäåëè ñ êëàññè÷åñêèì óïðàâëåíèåì, à çíà÷èò è íà êâàíòîâûå
âåòâßùèåñß ïðîãðàììû.
• Äëß ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðàáîòå ôóíêöèé îáðàçû âõîäíûõ íàáîðîâ ëåãêî ïî-
ñòðîèòü  èñïîëüçóþòñß òîëüêî êîíòðîëèðóåìûå âðàùåíèß âîêðóã îäíîé è òîé æå îñè
íà ñõîäíûå óãëû è ïðåîáðàçîâàíèß Àäàìàðà.
• Äîêàçàííàß ëåììà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå õîðîøåãî ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, ÷òî
ïîçâîëßåò îãðàíè÷èòü âåðîßòíîñòü îøèáêè ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé  ∈ (0, 1).
Ïðèìåðû Óêàçàííûé ïîäõîä äåìîíñòðèðóåòñß íà íåêîòîðûõ èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèßõ,
â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ïðîâåðêà ðàâåíñòâà.
MODm Ôóíêöèß MODm ïðîâåðßåò, êðàòíî ëè ÷èñëî åäèíèö âî âõîäíîì íàáîðå ïàðàìåòðó





MOD′m Ýòà ôóíêöèß îòëè÷àåòñß îò MODm òîëüêî òåì, ÷òî âõîäíîé íàáîð èíòåðïðåòè-






EQn Ôóíêöèß EQn ïðîâåðßåò ðàâåíñòâî äâóõ n-áèòíûõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ è ìîæåò çàäà-









Palindromen(x1, . . . , xn) ≡
[
x1x2 . . . xbn/2c = xnxn−1 . . . xdn/2e+1
]
. Äëß äàííîé ôóíêöèè ñóùå-









PERMn Ýòà ôóíêöèß ïðîâåðßåò, ßâëßåòñß ëè áóëåâñêàß n×n ìàòðèöà ïåðåñòàíîâî÷íîé, ò.å.
ñîäåðæàùåé ðîâíî îäíó åäèíèöó â êàæäîé ñòðî÷êå è êàæäîì ñòîëáöå. Äëß äàííîé ôóíêöèè











Äëß îïèñàííûõ ôóíêöèé â òàáëèöå ïðèâîäßòñß íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè (øèðèíû) ðåà-
ëèçàöèè â äåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD è ïîëó÷àåìûå ïî íàøåìó ìåòîäó âåðõíèå îöåíêè ñëîæ-









nn−1/2) O(n log n)
2.2.2 Ìåòîä Áàððèíãòîíà
Èçâåñòíûé ðåçóëüòàò ñòàòüè [4] ïîçâîëßåò ìîäåëèðîâàòü ñõåìû èç êëàññà NC1 âåòâßùèìè-
ñß ïðîãðàììàìè êîíñòàíòíîé øèðèíû, èñïîëüçóß êîììóòàòîðû ïîäñòàíîâîê èç ãðóïïû S5.
Â ðàáîòå [6] áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà ñòðóêòóðà ïîëó÷àåìûõ ïðîãðàìì è ïîêàçàíî, ÷òî îíè
ßâëßþòñß k-OBDD, ãäå k = nO(1). Â ñòàòüå [17] ïðåäëàãàåòñß ìîäåëèðîâàíèå êîíñòðóêöèè
Áàððèíãòîíà íà 1 êóáèòå â êâàíòîâûõ âåòâßùèõñß ïðîãðàììàõ, ÷òî ïîçâîëßåò ïðåäñòàâèòü
ëþáóþ ôóíêöèþ èç NC1 1-êóáèòíîé êâàíòîâîé k(n)-OBDD.
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Áàððèíãòîíîì áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàß êîíñòðóêöèß: ïðîèçâîëüíîé ñõåìå èç êîíú-
þíêòîðîâ è èíâåðòîðîâ ñòàâèëàñü â ñîîòâåòñòâèå ïåðåñòàíîâî÷íàß âåòâßùàßñß ïðîãðàììà, ñî-
ñòîßùàß èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíñòðóêöèé, âûäàþùèõ îäíó èç äâóõ ïîäñòàíîâîê èç A5 ∈ S5
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèß ñ÷èòûâàåìîé ïåðåìåííîé. Òàêàß ïðîãðàììà âûäàåò îòâåò 0, åñëè
êîìïîçèöèß âûäàííûõ ïîäñòàíîâîê åñòü òîæäåñòâåííàß ïîäñòàíîâêà id ∈ A5, è åäèíèöó â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â îñíîâå èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèß òàêîé ïðîãðàììû ëåæèò ìîäåëèðîâà-
íèå êîíúþíêöèè ïðè ïîìîùè ÷åòûðåõ èíñòðóêöèé ñëåäóþùåãî âèäà: 〈xi1 , τ1, id〉, 〈xi2 , τ2, id〉,





2 6= id, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àßõ âûäàåòñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âûðîæ-
äàþùàßñß â òîæäåñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó. Äëß ìîäåëèðîâàíèß îòðèöàíèß íåîáõîäèìî ëèøü
ìîäèôèöèðîâàòü ïîñëåäíþþ èíñòðóêöèþ ïðîãðàììû.
Äëß ìåòîäà Áàððèíãòîíà ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ßâëßåòñß èñïîëüçîâàíèå íåðàçðåøèìîé





2 íå âûðîæäàåòñß â òîæäåñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó.
Äàííûé ðåçóëüòàò îáîáùàåòñß íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé íåàáåëåâîé ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè,
ïðîãðàììû íàä ãðóïïîé äâóìåðíûõ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òàêæå ìîãóò âû÷èñëßòü âñå
ôóíêöèè èç NC1, ÷òî è áûëî äîêàçàíî â ñòàòüå [17].
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Ãëàâà 3
Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà çàäà÷,
ýôôåêòèâíî ðåøàåìûõ êâàíòîâûìè
âåòâßùèìèñß ïðîãðàììàìè
3.1 Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå îò-
ïå÷àòêîâ
Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî íàìè ìåòîäà îòïå÷àòêîâ, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèìîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé â ìîäå-
ëè îäèí ðàç ÷èòàþùèõ êâàíòîâûõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì. Òåì ñàìûì îïèñûâàåòñß íåêîòîðûé
êëàññ çàäà÷, ýôôåêòèâíî ðåøàåìûõ â óêàçàííîé ìîäåëè.
Ïóñòü g  åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn). Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàß òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü  ∈ (0, 1). Åñëè g ßâëßåòñß ëèíåéíûì ïîëèíîìîì íà êîëüöîì Zm, ò.å.







Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì àëãîðèòì â âèäå ñõåìû:
x1 • ··· ··· ···
...xn ··· • ··· ···
|φ1〉 H  ··· • ···  ··· • H NM
|φ2〉 H  ··· • ···  ··· • H NM
...




|φ log t〉 H  ··· • ···  ··· • H NM
|φtarget〉 R1,1 ··· Rt,n ··· R1,0 ··· Rt,0 NM
↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉 |ψ4〉 |ψ5〉
Èñõîäíîå ñîñòîßíèå êâàíòîâîãî ðåãèñòðà |ψ0〉 = |φ1〉⊗|φ2〉⊗· · ·⊗|φlog t〉⊗|φtarget〉 = |0〉⊗ log t |0〉.
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Çäåñü cj  ýòî êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî ïîëèíîìà äëß f , à ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ K =
{k1, . . . , kt} ßâëßåòñß õîðîøèì ñîãëàñíî òåõíèêå îòïå÷àòêîâ èç [23] ïðè t = 2dlog((2/) ln 2·m)e.
Ïóñòü σ = σ1 . . . σn ∈ {0, 1}n  ýòî âõîäíîé äâîè÷íûé íàáîð.






Äàëåå, åñëè î÷åðåäíîé âõîäíîé ñèìâîë åñòü 0, òî ïðèìåíßåòñß òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå I. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñ÷èòàâ î÷åðåäíîå çíà÷åíèå σj = 1, ñîñòîßíèå ïîñëåäíåãî êóáèòà
ïðåîáðàçóåòñß îïåðàòîðîì Ri,j, ïîâîðà÷èâàþùèì åãî íà óãîë, ïðîïîðöèîíàëüíûé cj. Áîëåå
òîãî, òàêîé ïîâîðîò îñóùåñòâëßåòñß â êàæäîì èç t ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àì-
ïëèòóäîé 1/
√
t. Òàêîé êâàíòîâûé ïàðàëëåëèçì ðåàëèçóåòñß êîíòðîëèðóåìûìè îïåðàòîðàìè
Ci(Ri,j), ïðåîáðàçóþùèìè ñîñòîßíèß âèäà |i〉 |·〉 â |i〉Ri,j |·〉 è îñòàâëßþùèìè ïðî÷èå ñîñòîßíèß






































Íà ñëåäóþùåì øàãå ïðèìåíßþòñß âðàùåíèß íà óãëû, ïðîïîðöèîíàëüíûå c0. Òåì ñàìûì























|0〉⊗ log t |0〉+
+γ |0〉⊗ log t |1〉+
t∑
i=2
|i〉 (αi |0〉+ βi |1〉) ,
ãäå γ, αi è βi  íåêîòîðûå àìïëèòóäû, çíà÷åíèß êîòîðûõ äëß íàñ íå âàæíû.
Âõîäíîé íàáîð ïðèíèìàåòñß, åñëè ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèß ðåãèñòðà îêàçûâàåòñß ñîñòîßíèå













Åñëè f(σ) = 1, òî g(σ) = 0, è íàáîð σ ïðèíèìàåòñß ñ âåðîßòíîñòüþ 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,












Òàêèì îáðàçîì, f ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà q-êóáèòíîé êâàíòîâîé OBDD, ãäå q = log 2t =
O(log logm). Ñîîòâåòñòâåííî, øèðèíà ïðîãðàììû åñòü 2q = O(logm).
Ïðèìåðàìè ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ ëèíåéíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, ßâëß-
þòñß MODm, MOD
′
m, EQn, Palindromen, Period
s
n, Semi− Simonsn, PERMn è ò.ï.
3.2 Ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèé èç êëàññà NC1
Èçâåñòíûé êëàññNC1 ñîäåðæèò ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìûå êëàññè÷åñêèìè ñõåìàìè èç ôóíêöè-
îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ëîãàðèôìè÷åñêîé ãëóáèíû è ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè. Äàííûé êëàññ
ßâëßåòñß äîñòàòî÷íî øèðîêèì, íåèçâåñòíî äàæå ñîáñòâåííûì ëè îáðàçîì îí âõîäèò â êëàññ
NP.
Â ðàáîòå [17] äîêàçàíî, ÷òî âñå ôóíêöèè èç äàííîãî êëàññà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êâàíòî-
âûìè âåòâßùèìèñß ïðîãðàììàìè øèðèíû 2, ò.å. ñ èñïîëüçîâàíèåì âñåãî ëèøü îäíîãî êóáèòà.
Ïîçæå, â ñòàòüå [6] áûëà óòî÷íåíà ñòðóêòóðà ýòèõ âåòâßùèõñß ïðîãðàìì, è äîêàçàíî, ÷òî îíè
ßâëßþòñß k-ðàç ÷èòàþùèìè êâàíòîâûìè âåòâßùèìèñß ïðîãðàììàìè ñ ïîðßäêîì ñ÷èòûâàíèß
ïåðåìåííûõ, îñíîâàííîì íà êîíñòðóêöèè Áàððèíãòîíà [4].
Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâûå âåòâßùèåñß ïðîãðàììû êîíñòàíòíîé øèðèíû è ïîëèíîìèàëü-
íîé äëèíû ìîãóò ýôôåêòèâíî ðåøàòü ëþáûå çàäà÷è èç êëàññà NC1.
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